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Introduction

On s’intéresse a la classification des fibrés en droites complexes par leur classe de Chern. On verra
que les classes d’isomorphismes de fibrés en droites complexes sont caractérisées par leurs classes de
Chern. Pour cela on utilisera la cohomologie de Cech que l'on définit dans un premier temps. Ensuite
on s’intéresse a la classification des fibrés en droites. Dans un souci de temps et de simplification, on
aura besoin d’admettre quelques résultats classiques de géométrie différentielle comme le théoréme de
De Rham donnant l'isomorphisme entre les cohomologies de De Rham et de Cech. Le lecteur pourra
facilement comprendre pourquoi ce résultat n’est établi que pour des fibrés en droites complexes en
voyant apparaitre des déterminations complexes du logarithme ainsi que 'utilisation omniprésente de la
caractérisation des fibrés en droites par leurs fonctions de transitions ou encore la "taille" des formes de
connexion et de courbure qui simplifient les équations de structure et les calculs de cohomologie de De
Rham de la forme de Cech.

1 Cohomologie de Cech

1.1 Définitions de base

Soit M une variété différentielle et 4 = {U;}jes un recouvrement ouvert contractile de M (toute
intersection finie d’ouverts est contractile). On admet P'existence de tels recouvrements.

Une k-cochaine par rapport a U est une application

Jkt1 - R
(.j07"'7.jk) = a(]077jk)

telle que
Vo € S, a(jU(O)a"'aja(k)) :€(U)Oé(j0,...,jk).

On note C*(M,U) I'ensemble des k-cochaines par rapport a U

1.2 Opérateur cobord §
On peut définir un opérateur cobord & : C¥(M,U) — C*T1(M,U) par :

CH(M,U) — CFYM,U)

0 «a — o
ou
k+1
60[(j07j17 e 7jk+1) = Z(_l)la(j()a e 7jla e ajk+1)a
=0

ol J; signifie que I'indice j; est omis. A partir de maintenant afin d’alléger les écriture on notera :

(e <.§;) = a(jOa s 7,}'% .. 7jk+1)~



On écrit alors :
k+1

Saios i+ vdier) = Y (<Dl (7)

=0

L’opérateur de cobord vérifie :
52 =0
Démonstration. Soit une k-cochaine «. Calculons §%a :

k42

(5204(‘]‘07‘]'1, s 7jk+2) = Z (_1)m5a (]Am> .

m=0

En remplacant da par sa définition, on obtient :

k+2 m—1 k+2
6%a(josjis- - jira) = Y (<1)" (Z(—nla (ddm)+ > (=D a (Tm,ﬁ))

m=0 =0 l=m+1

o~ o~

On observe que chaque terme « (jr, js) apparait deux fois : lorsque m = r et [ = s et lorsque m = s

et [ = r. Il contribuent alors pour (premiére puis seconde somme)
(17 (Jr i) + (D () =0,

Ainsi, on a bien §%2a = 0. O

1.3 Deéfinition d’une cohomologie

La propriété précédente permet de définir des k-cochaines fermées, exactes et de facto les groupes de
cohomologie de Cech : §
H*(M,U) = ker(6y)/im(6p,_1)

ot 'on a noté 8 : C*(M,U) — CFTY(M,U).

On admettra la proposition suivante :

Le groupe de cohomologie H k(M ,U) ne dépend pas du recouvrement Y.

On note alors H*(M,R) = H*(M,U).

On admet également le théoréme de De Rham :

Il y a un isomorphisme :
H*(M,R) =~ Hip(M,R) = Hir(M)

1.4 Forme de courbure et cohomologie de Cech

Comme la forme de courbure vérifie [2] € H3,(M,R), on a donc aussi [Q] € H?(M,R). Si I'on utilise
la cohomologie de Cech alors on se donne un recouvrement ouvert contractile de M. Ainsi par le lemme
de Poincaré on a que €2 est localement exacte sur chaque ouvert du recouvrement :

Q\Uj = dej



avec (Oj)j s une famille de 1-formes & priori pas fermées.
Mais comme £ est globale, sur U; N Uy, on a :

df; = Q =db
Ainsi sur U; N Uy, les 6 N 6, sont des 1-formes fermées. On leur applique alors le lemme de Poincaré :
0; — Ok = d(fjx)-
Ainsi les f;  sont des fonctions lisses sur U; N Uy. Sur U; N U, NU; elles vérifient :
dfjk+dfeg+dfi; = (0; —0k) + (0 — 0;) + (6, — 0;) =0

Ainsi sur chaque U; N U, NU; on a fj i + fuy + fi; est constante. Si on note a(j, k, 1) cette constante,

alors on remarque que o € H?(M,R) et ne dépend que de [Q] est pas de Q car si Q est cohomologue a )
alors on a : _
Q=0+dn

puis
et enfin

donc f; ; ne dépend pas de 7.

Cas particulier d’un fibré en droites Soit 7 : L — M un fibré en droites et soient V une connexion
sur ce fibré et R la courbure associée.
En toute généralité, on a I’équation de structure

Q=dw+twAw

Ou Q est la forme de courbure et w est la forme de connexion.
Mais dans le cas d’un fibré en droites on a nécessairement w Aw = 0. Ainsi pour un fibré en droites a-t-on
toujours :
Q = dw.
Or on dispose aussi (en notant g; 1 : U;NU; — C* les fonctions de transitions) de 1’équation de structure :
-1 -1
wk = 9; xWi95k + 95 49k

qui se simplifie sur un fibré en droites en :
dg; k
wp = w; - 30k

95,k

On étudie alors que la premiére classe de Chern qui est représenté par la classe de cohomologie de la

-1
2-forme Q—Q On étudie cette forme. Cela donne :
s

-1 -1

— Q. = —dwr.
% |U; % Wiy,
puis :
—1 L dgjr
N P = — 287 —df.
oo W T Wk = 5 Gik Tk

Ainsi on peut déterminer «(j, k,1). En effet, si on se donne une détermination du logarithme (le fibré est
complexe donc les fonctions de transitions sont & valeurs dans C*) on connait alors une primitive de f;
et on obtient, puisque les fonctions de transition vérifient la condition de cocycle :

1

a(j, k1) = 5 (log (g5) +10g (g.1) +1og (91,5))
1
= 5 log (95,k9K,191.5)
1
= — log(1
- og(1)

= — X 2imn
20w

n



pour un certain n € Z.

La construction de a donne, par l'isomorphisme de De Rham, que a représente la classe de Chern
du fibré en droites w : L — M. On obtient ainsi que la classe de Chern du fibré en droite 7 : L — M
vérifie :

ci(L) € H*(M,7Z)

2 Classification des Fibrés en Droites

2.1 Théoréme de Classification

On rappelle que le groupe de Picard d’une variété M est défini comme le groupe des classes d’isomor-
phismes de fibrés en droites. On le note Pic(M).

Il existe une bijection : 3
Pic(M) = H*(M,Z).

2.2 Preuve du théoréme
2.2.1 Well-posedness

Il faut commencer par vérifier que la classe de cohomologie dans H? (M,R) que l'on a défini juste
avant & partir des fonctions de transitions ne dépend que de la classe d’isomorphisme du fibré en droites
défini par les fonctions de transition.

Soient L; et Lo deux fibrés en droites isomorphes. On note (gj(.lk) ) et (gj(?k) ) leurs fonctions de

gk gk

transitions (qui définissent les fibrés L; et Ly). On a vu en cours que L; et Lo sont isomorphes si et
seulement si les fonctions de transition satisfont

2) 1 -1
gj("k = ¥j 'gj(‘,k) C Pk

pour des "fonctions" ¢; € GL;(C) = C*. C’est-a-dire :

2 _ % O
95k = 195k
J ‘Pkl J

(sur U; N Uy, bien entendu).

Regardons alors ce que donnent les calculs :
1
ity
1 ) - - _
=5 (log (% g @kl) + log (wk 9@ 1) +log (sm 9] 1))

(2)

a@ (k1) = (loggflz +loggy; + logggi))

1 ) (1) (1)
%in <log(<pj) + log (gj,k) — log (¢r) +log (¢x) + log (%,z) — log (1) + log (1) + log (gl’j) — log (w))

=aM(j,k,1)

On a ainsi montrer que la classe de cohomologie définie précédemment ne dépend que de la classe d’iso-
morphisme du fibré en droites.
Ainsi I'application : §
Pic(M) — H*(M,Z)
L)~

ou « est définie comme précédemment, est bien définie.



2.2.2 Preuve de la bijection

— Surjectivité : Soit [a] € H?(M,Z) sur U un recouvrement ouvert localement finie de M. On
considére (pj)j ¢ une partition de l'unité associée a U. Alors on pose :

fir=Y_ aljk,m)pm.

meJ

Comme « est une 2-chaine elle vérifie a(j, k,1) = e((k 1 j))a(k,,j) = a(k,l,j) etc; et ainsi f;
est une fonction lisse bien définie pour tout couple (7, k).
On pose également :

9jk = EXp(Qi’]Tfj’k) U; N0 — Cc*
On va montrer quelles vérifient la condition de cocycle. Ainsi ces fonctions seront des fonctions de
transition définissant un fibré en droites et on aura la surjectivité de I’application a.
La condition de cocycle s’écrit :

95k Gki9L; = exp (207 (fr + fra + f1.5))

Pour montrer que les fonctions g, vérifient la condition de cocycle, il suffit de montrer que

Jik + fra+ fi; € Z.
Mais c’est la cas car doc = 0. En effet sur U; NU, NU; on a :
pour tout m € J : 0 = da(j, k,l,m) = a(k,l,m) — a(j,l,m) + a(j, k,m) — a(j, k,1) c’est-a-dire :

vmedJ a(j,kl)=alk,l,m)+al,jm)+ a(fkm)
Mais on a aussi :

fj,k: + fk,l + fl,j = Z a(j,k‘,m)pm + Z a(kvlam)pm + Z a(lajv m)p’m
meJ meJ meJ
=a(i, k0 (pj+pox+p)+ D, (akl,m)+all,jm)+alikm)pm
meJ\{j,k,l}

= a(j, k1) (pj + pr. + p1) + Z o, k) pm
meJ\{j,k,l}

=a(j, k)Y pm
meJ

——
=1

=a(j, k1) eZ
Toute classe [a] € H?(M,Z) définit un fibré en droites via des fonctions de transition
gjk = exp(2im fir).

— Injectivité : Soient Ly et Lo deux fibrés fibrés en droites. On note (gﬁi) . et (91(212) i leurs
G VR

fonctions de transition (qui définissent les fibrés Ly et Lo).
On suppose que a([L1]) = a([Lz]). Montrons que [L;] = [Ls], c’est-a-dire que leurs fonctions de
transitions vérifient :
@_ W
Jik =¥ 9jk " Pk
pour des "fonctions" ¢; € GL;(C) = C*. C’est-a-dire :

@ _ % O

9k = E .k
On définit )
057]2 = 5= log (gy,z) pour r=1,2.
On pose v, = vj(lk) - Uj(le Mais comme a([L1]) = a([Ls]), alors on a v; ; + v + v;,; = 0. Par
conséquent, nous pouvons définir sur U;

Bi = vim

leJ



qui se réécrit avec ce qui précede (page 3) :
_ (2) (1)
Br= 3 (43— 13) o
leJ

Alors en utilisant les partitions de 'unit et le fait que v; ; + vi,; + vi,; = 0, on obtient

2 1
Bi— B = f17 - 110,
Pour conclure, il suffit de poser ¢; = exp(2i73;), et on obtient ainsi :

) 1
‘Pjgj(‘,k)‘Pk

2iﬂﬁj)g§},€) exp(—2imf)
2im(8; — Br))g

; (2) (1) (1)
2im (fj,k - fj,k))gj,k

1)\ — 1
1)-1glh)

exp

I
]
S
o)
P N NN

Ainsi, [L1] = [L2] et donc lapplication a est injective.
Au total on a donc démontrer que I'application :

Pic(M) — H?*(M,Z)
L) = [o]

est une bijection. Ainsi les classes d’isomorphismes de fibrés en droites sont caractérisées par leur (pre-

miére) classe de Chern.

O



